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Motivacién

X = {z1,29,23}, (v,7), P
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Sea X = {x1,...,z,} y P(X) el conjunto de probabilidades sobre P(X).
Definicién (Juego y core)

Se dice juego cooperativo (normalizado) a v : P(X) — [0, 1] tal que

v(0) =0 yv(X) =1, el cual es monétono, balanceado, exacto, resp.,
Si:

ACB=v(A) <v(B), core(v)#0, v(A)= min P(A),

Pecore(v)

VA,B C X, donde el core de v recoge las soluciones compatibles con v:

core(v) := {P € P(X) | P(A) > v(A) VYAC X).

Dado v, se define su juego conjugado como: 7(A) =1 —v(A°) VA C X.

Partiremos de juegos normalizados y monétonos, recogidos en P(X') (a.k.a.
capacidades normalizadas, medidas difusas o probabilidades imprecisas).
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Entre los casos particulares de juegos balanceados, cabe destacar:
® Convexos: v(AUB) >v(A)+v(B)—v(ANB) VA, BCAX.
® k-mondtonos: Paracada k>3, 1<p<keNyA;...,4, CA:

p
(09, ()
i=1 IC{1,.p} icl

® Minitivos: v(AN B) = min{v(A),v(B)} VA,BCAX.
® P-box: existe (F,F) tal que, sea A; = {x1,...,7;}:

core(v) = {P € P(X) | E(A;) < Fp(A;) < F(A;) Vi€ {1,...,n}}.
® Intervalos de probabilidad: v exacto y tal que:
core(v) ={P € P(X) | v({z}) < P({z}) <7({x}) Vo € X'}.

® Probabilidades precisas: v = P € P(X) C P(X).
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En el marco de las probabilidades imprecisas, se dan las visiones de v:
® Epistémica: cota inferior a una “verdadera” probabilidad en core(v).
e Comportamental: supremo precio de compra aceptable de apuestas.

Definicién (Previsién inferior)

Una previsién inferior es un funcional real sobre K C L(X):={g: X —R}.

Definicién (Extension natural, envolvente por abajo)

La extensién natural de v se define como E,, : L(X) — R tal que

E,(f)= min Ep(f) VfeL(X), sicore(v)# 1.

Pecore(v)

La envolvente por abajo de core C P(X') cerrado, convexo y no vacio se
define como:

E(f) = min Ep(f), Vfe LX)

Pe&core

Nieto-Barba, Montes y Miranda Robustificacién de medidas no aditivas 12 junio, 2025 7/23



Nociones previas Distorsiones de juegos Otras aplicaciones Conclusiones y lineas futuras
0000e 0000000 000 00

Sean Py e P(X), § >0y d:P(X) x P(X) — [0,+00), se define:
BY(Ry) i= {P € P(X) | d(P, ) < 6.
Proposicion

d(-,Py) continua,convexa= B4(Py) = core(E), E(f):minPGBg(Po)Ep(f).

Definicién (Variacién Total)

drv(Q, Po) = Amé§ |Q(A) — Po(A)], VQ, P € P(X).

Proposicion

Si o € (0,1), la restriccion a eventos de la envolvente por abajo de
BgTV (Py) coincide con v € P(X) dado por:

v(A) = max{Py(A4) — 4,0}, VA#DX.
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Distorsiones y entornos de juegos

Definicién (Distorsion como transformacidn directa)

Sea {¢5 : [0,1] — [0,1]}sen una familia de funciones no decrecientes
acotadas por la identidad en [0,1]. Dados v € P(X) y § € A, se define
uslv] : P(X) — [0, 1] como:

ps[v](A) := (g5 o v)(A) = ¢s(v(4)) VAH#D,X.

Ejemplo
e (DTVM: A = [0, +00), ¢5(t) = max{t — J,0}.
o (NLV: A = [0, +00), ¢s(t) = max{(1 — 6)t,0}.
e (DPMM: A =[0,400), ¢5(t) = max{(1+ )t — §,0}.
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Posibles propiedades

Sea {us[-]}sen, A =[0,+00), y v € P(X) cualquiera:
@ (Expansion) 61 < b2 = s, [v] < ps, V]
@® (Semigrupo)
O u5,[v] = v para dp =0,
O 15,45, [V] = ps, (s, [V]] V01,02 € A

© (Preservacion de estructuras) v € H C P(X) = ps[v] € H Vo € A.
O (Reversibilidad) A partir del par (6, us[v]) puede recuperarse v.

@ (Invarianza) bajo marginalizacién, permutaciones y condicionamiento.

Proposicion

Si para toda P € P(X') se preserva la exactitud, entonces también se
preserva esta propiedad para cualquier v € P(X).
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Modelo de entorno generalizado

O (Modelo de entorno generalizado) 3d : P(X) x P(X) — R tal que

core(psv]) = {Q € P(X) | d(Q,v) < 6} =: Bj(v), V€ A.

O (Conmutatividad débil en puntos extremos) Si v es exacto:

u(;[y](A)—fnf{Q(A)]Qe U core(ug[P])}, V6 € A.

Peext(core(v))

® (Conmutatividad fuerte) Si v es exacto:

core(usv]) = U core(us[P]) Vo € A.
Pecore(v)
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El caso del ITVM

Definicion (ITVM)
Dados v € P(X) y 6 > 0, se define:

ps[V](A) = max {v(A) — 6,0} VA#0 X.

Propiedad || (1) | (2) | (3) | (4) | (5) | (6) | (7) | (8) | (9) | (10)
TV [/ [ v~ ve v v x|

® *1: balanceados, exactos, convexos, minitivos (v);
k-monétonos, intervalos de probabilidad, p-box (X)
® *2:si§ < mingey v({z}).

® *3: i es convexo.
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Si v es balanceado:

dry(Q,v) = méx (v(A) = Q(A)) = méx peﬂi&y) |P(A) — Q(A)]

Q € core(ps[V]) & dpy(Q,v) <9,

mientras que:

— <
Qe |J core(us[P)) & i mix|P(4) - Q(A)| <6
Pecore(v)

mm(Qa ) = min dTV(Q?‘P) <.

Peccore(v)
Teorema
Si v es convexo, entonces se satisface:
dry(Q,v) = ¢ (Q,v) VQ € P(X).

N.b. En general, los modelos de entorno difieren a nivel apuestas.
Nieto-Barba, Montes y Miranda

Robustificacién de medidas no aditivas 12 junio, 2025 14 /23



Nociones previas Distorsiones de juegos Otras aplicaciones Conclusiones y lineas futuras
00000 000000 000 00

Otros modelos

® ILV, IPMM y otras extrapolaciones directas.
® Funciones de distorsiéon dependientes de eventos:
. v(4) —Q(4)
dj = —_

PTV(Q: V) @;rzlfgx)( ‘A|

, , , . 1P(A) — Q(A)|
i = doo(Q, P) =
o (@v) = min (@ P)= min 0 A]

]
™ (Q,v):= mix dry(P,Q).
Pecore(v)

® Distorsiones a nivel apuestas.
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Definicién (Valores probabilisticos)
Sz} = Y va(v(Au{z}) —v(4),
Alz¢A

donde para cada x € X, los valores {p% : x ¢ A} dan lugar a una
probabilidad sobre la familia de coaliciones en las que x no esta incluido.

Definicién (Valor de Shapley)
2z = Y A= D!

n!
Alz¢A

(v(AUu{z}) —v(A)).

Proposicion

Sea {us[-]}s>0 el ITVM y v € P(X). Si § < mingex v({z}) y S es un
valor probabilistico tal que pj = Py Vo € X, entonces S(v) = S(us[v]).
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Definicion (Strong and weak J-core)

Dados v, con core(v) =0, § > 0, su strong d-core y weak d-core se
definen, resp., como:

core§ (v) = {P e P(X) | P(A) > v(A) — 3§ VYA #0,X},

corell (v) = {P € P(X) | P(A) > v(A) —5|A| VA#0D,X}.

Proposicién

core(,ungV [v]) = core§ (v) y core(u?/PTV [V]) = corey’ (v) V5> 0.
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Extrapolacion de modelos clasicos y otros resultados generales.

Mas propiedades de otros modelos (5B, din, dfp, ...).
® Distorsiones a nivel apuestas.

e Otras conexiones con teoria de juegos.

Medidas de disimilitud o conflicto entre modelos imprecisos.

Reglas de agregacién en situaciones de conflicto global.
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