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Órdenes estocásticos
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Dominancia estocástica

Dadas x e y con CDFs Fx, Fy, x domina estocásticamente a y, y
se denota como x ≻FSD y, si

Fx(t) ⪇ Fy(t) ∀t ∈ R.

Equivalentemente, x ≻FSD y si

E
[
u(x)

]
≥ E

[
u(y)

]
para toda función creciente u, con alguna desigualdad estricta.

Dominancia estocástica
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Preferencia estad́ıstica

A: conjunto de variables aleatorias

Ingrediente

Q : A×A −→ [0, 1]
(x,y) 7→ Q(x,y) = P (x > y) + 1

2P (x = y)

Relación probabiĺıstica: Q(x,y) +Q(y,x) = 1.

Winning probability

Q(x,y)0 10.5

x “gana”x “pierde”
x es preferida estad́ısticamente a y, denotado como x ≻SP y, si
Q(x,y) > 0.5.

Preferencia estad́ıstica
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Preferencia estad́ıstica

Q(x,y) > 0.5 ⇔ Q(x,y) > Q(y,x)

⇔ P (x > y) > P (y > x) ⇔ P (x ≥ y) > P (y ≥ x)

Expresiones alternativas

▶ Q(x,y): winning probability (De Schuymer, 2003), measure of
stochastic superiority (Vargha, 1998), probabilistic index (Kieser,

2012), . . .

▶ Preferencia estad́ıstica (De Schuymer, 2003) o superioridad es-
tocástica (Vargha, 1998) si Q(x,y) > 0.5

▶ Orden de precedencia (Boland, 2004) si P (x > y) > P (y > x)

Terminoloǵıa
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Cópulas

Una cópula es una función C : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] cumpliendo:
▶ C(0, x) = C(x, 0) = 0 para todo x ∈ [0, 1].

▶ C(1, x) = C(x, 1) = x para todo x ∈ [0, 1].

▶ Es 2-creciente: para todo x1 ≤ x2, y1 ≤ y2

C(x2, y2) + C(x1, y1) ≥ C(x1, y2) + C(x2, y1).

Cópulas

▶ Producto: Π(x, y) = x · y.

▶ Mı́nimo: M(x, y) = min{x, y}.

▶  Luckasiewicz: W (x, y) = max{x+ y − 1, 0}.

▶ Desigualdad de Fréchet-Hoeffding:

W (x, y) ≤ C(x, y) ≤ M(x, y)

Ejemplos
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Teorema de Sklar

Dadas x e y con CDFs Fx, Fy, existe una cópula C cumpliendo:

Fx,y(x, y) = C
(
Fx(x), Fy(y)

)
∀x, y ∈ R.

Teorema de Sklar

▶ Independencia: Fx,y(x, y) = Fx(x) · Fy(y).

▶ Comonotońıa: Fx,y(x, y) = min{Fx(x), Fy(y)}.

▶ Contramonotońıa: Fx,y(x, y) = max{Fx(x) + Fy(y)− 1, 0}.

Ejemplos
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Cópulas y SP

Dadas x e y continuas con CDFs Fx, Fy . . .
▶ Independencia: Q(x,y) = Ex

[
Fy

]
.

▶ Comonotońıa:

Q(x,y) =

∫
x:Fx(x)<Fy(x)

fx(x)dx+
1

2

∫
x:Fx(x)=Fy(x)

fx(x)dx.

▶ Contramonotońıa: Q(x,y) = Fy(u), donde Fx(u)+Fy(u) = 1.

Expresión simplificada de Q
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Relación FSD vs SP

x ≻FSD y implica x ≻SP y si . . .
▶ . . .x e y son independientes.

▶ . . .x e y son continuas y comonótonas.

▶ . . .x e y son discretas y comonótonas.

▶ . . .x e y son continuas y su cópula es Arquimediana estricta.
x ≻FSD y no implica x ≻SP y en general.

FSD vs SP
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Relación con la mediana

1. x ≻SP y ⇒ Me(x− y) ⊆ [0,∞).

2. inf Me(x− y) > 0 ⇒ x ≻SP y.

3. Si P (x = y) = 0 entonces x ≻SP y ⇔ inf Me(x− y) > 0.

SP vs Mediana
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1) Agregación de winning probabilities

A2: conjunto de vectores aleatorios
M : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] creciente e idempotente

Ingredientes

QM : A2 ×A2 −→ [0, 1](
x⃗, y⃗

)
7→ QM

(
x⃗, y⃗

)
= M

(
Q(x1,y1), Q(x2,y2)

)
Winning probability agregada

QM es una relación probabiĺıstica si y solo si

M(a, b) +M(1− a, 1− b) = 1

para todo (a, b) ∈ [0, 1]× [0, 1]

Resultado
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1) Agregación de winning probabilities

x⃗ es QM -preferido estad́ısticamente a y⃗, denotado como x⃗ ≻M
SP y⃗,

si QM
(
x⃗, y⃗

)
> 0.5.

Definición: M-SP

Si M(a, b) = am(a, b) = 1
2(a+b), Qam es una relación probabiĺıstica

dada por:

Qam
(
x⃗, y⃗

)
=

1

2

(
Q(x1,y1) +Q(x2,y2)

)
.

Caso particular: av-SP

Son equivalentes:
▶ x⃗ ≻am

SP y⃗

▶ Qam
(
x⃗, y⃗

)
> Qam

(
y⃗, x⃗

)
▶ P (x1 > y1) + P (x2 > y2) > P (y1 > x1) + P (y2 > x2)

Resultado
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2) Winning probability de las componentes agregadas

A2: conjunto de vectores aleatorios
g : R× R → R creciente

Ingredientes

Qg: A2 ×A2 −→ [0, 1](
x⃗, y⃗

)
7→ Qg

(
x⃗, y⃗

)
= Q

(
g(x⃗), g(y⃗)

)
Winning probability de las agregaciones

x⃗ es Qg-preferido estad́ısticamente a y⃗, denotado como x⃗ ≻g
SP y⃗, si

Qg
(
x⃗, y⃗

)
> 0.5

Definición: g-SP
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2) Winning probability de las componentes agregadas

Si g(a, b) = a+ b, Q+ viene dada por

Q+
(
x⃗, y⃗

)
= Q(x1 + x2,y1 + y2)

= P (x1 + x2 > y1 + y2) +
1

2
P (x1 + x2 = y1 + y2)

Caso particular: +-SP

x1 − y1

x2 − y2

Son equivalentes:
▶ x⃗ ≻g

SP y⃗

▶ Qg
(
x⃗, y⃗

)
> Qg

(
y⃗, x⃗

)
▶ P

(
g(x⃗) > g(y⃗)

)
> P

(
g(y⃗) > g(x⃗)

)
Resultado
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3) Winning probability bivariante

A2: conjunto de vectores aleatorios

Ingredientes

Q2: A2 ×A2 −→ [0, 1](
x⃗, y⃗

)
7→ Q2

(
x⃗, y⃗

)
= P

(
x1 > y1 ∧ x2 > y2

)
Joint winning probability

x1 − y1

x2 − y2

Q2(x⃗, y⃗)

Q2(y⃗, x⃗)
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3) Agregación de winning probabilities

x⃗ es preferido estad́ısticamente de forma . . .
▶ . . . fuerte a y⃗, denotado como x⃗ ≻s

SP y⃗, si Q2(x⃗, y⃗) > 0.5;

▶ . . .moderada a y⃗, denotado como x⃗ ≻m
SP y⃗, si Q2(x⃗, y⃗) >

Q2(y⃗, x⃗);

▶ . . . débil a y⃗, denotado como x⃗ ≻w
SP y⃗, si Q2(y⃗, x⃗) < 0.5.

Definición

SP fuerte

x1 − y1

x2 − y2

Q2(x⃗, y⃗) > 0.5

SP moderada

x1 − y1

x2 − y2

Q2(x⃗, y⃗)

Q2(y⃗, x⃗)

SP débil

x1 − y1

x2 − y2

Q2(y⃗, x⃗) < 0.5
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Relación entre las propuestas

x⃗ ≻s
SP y⃗

x⃗ ≻g
SP y⃗ x⃗ ≻M

SP y⃗

x⃗ ≻m
SP y⃗

x⃗ ≻w
SP y⃗

x⃗ ≻FSD y⃗

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
> 0

x1 ≻FSD y1

x2 ≻FSD y2

x1 ≻SP y1

x2 ≻SP y2

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
̸≤ 0

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
̸< 0
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Relación con la mediana

inf Me(x⃗− y⃗) =

(
inf Me(x1 − y1)
inf Me(x2 − y2)

)
▶ inf Me(x⃗− y⃗) > 0: ambas medianas son > 0.

▶ inf Me(x⃗− y⃗) ≰ 0: al menos una mediana es > 0.

▶ inf Me(x⃗− y⃗) ̸< 0: al menos una mediana es ≥ 0.

Mediana bivariante
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Relación con la mediana

x⃗ ≻s
SP y⃗

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
> 0

x⃗ ≻g
SP y⃗ x⃗ ≻M

SP y⃗ x⃗ ≻m
SP y⃗

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
̸≤ 0

x⃗ ≻w
SP y⃗

inf Me
(
x⃗− y⃗

)
̸< 0

x⃗ ≻FSD y⃗

x1 ≻FSD y1

x2 ≻FSD y2

x1 ≻SP y1

x2 ≻SP y2
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Relación con la SP univariante
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Relación con la FSD bivariante

x⃗ ≻FSD y⃗ si E
[
u(x⃗)

]
≥ E

[
u(y⃗)

]
para toda

función u : R × R → R creciente (con alguna

desigualdad estricta).
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1) Otras propuestas

Dada g : R× R → R creciente, se define:

Qg
dif(x⃗, y⃗) = Q

(
g(x⃗− y⃗),0

)
.

Definición alternativa

▶ ¿Propiedades?

▶ ¿Relación con Qg?

▶ ¿Relación con el resto de propuestas?
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2) Conexión con la dif-FSD

x domina estocásticamente en diferencias a y, y se denota x ≻dif
FSD y,

si x− y ≻FSD y − x.

Definición: dif-FSD

▶ ¿Relación con Qg
dif?

▶ ¿Relación con inf Me
(
x⃗− y⃗

)
?.
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3) Dependencia

▶ Depedencia entre las componentes de x⃗ y de y⃗.

▶ Dependencia entre los vectores aleatorios x⃗ e y⃗.

▶ Papel de la cópula.

▶ Conexiones adicionales bajo determinadas relaciones de
(in)dependencia.
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4) Otras definiciones de mediana

Mediana puramente bivariante:

▶ Spatial median (Weber, 1909).

▶ Halfspace median (Tukey, 1975).

▶ Simplex median (Oja, 1983).

▶ Convex hull peeling median (Eddy, 1982).

▶ ...
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Resumen

Relación probabiĺıstica Dependencia
≻M

SP ✓ ✗

≻g
SP ✓✓ ✓

≻s
SP ✗ ✓✓

≻m
SP ✗ ✓✓

≻w
SP ✗ ✓✓
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