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Motivación

David (D), Quique (Q) y Nacho (N) compiten por la obtención de cierto
recurso,

{D} {Q} {N} {D,Q} {D,N} {Q,N}
ν 0,45 0,4 0,15 0,9 0,55 0,45

ν 0,55 0,45 0,1 0,85 0,6 0,55

donde ν(A) := 1− ν(Ac) ∀A ⊂ X = {D,N,Q}.
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Motivación

core(ν) := {P reparto del recurso : P (A) ≥ ν(A) , ∀A ̸= X} .

Weak epsilon-core:

coreWε (ν) := {P reparto del recurso : P (A) ≥

µ(A)︷ ︸︸ ︷
ν(A)− ε , ∀A ̸= X} .

{D} {Q} {N} {D,Q} {D,N} {Q,N}
µ 0,45− ε 0,4− ε 0,15− ε 0,9− ε 0,55− ε 0,55− ε
µ 0,55 + ε 0,45 + ε 0,1 + ε 0,85 + ε 0,6 + ε 0,55 + ε

para ε ≪ 1.

En general, µ(A) := máx{0, ν(A) − ε}, luego µ(A) := mı́n{1, ν(A) + ε}
∀A ⊂ X .
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Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Nociones básicas de juegos

• Conjunto de jugadores y coalición: X := {x1, . . . , xn} y A ⊆ X .
• Juego: ν : P(X ) → [0,∞).

• Solución: P : P(X ) → [0,∞) aditiva cumpliendo P (A) ≥ ν(A)
∀A ⊂ X y P (X ) = ν(X ).

• Core: conjunto de soluciones de un juego.
Se impone:
• Normalización: ν(∅) = 0 y ν(X ) = 1.
• Monotonía: A ⊆ B =⇒ ν(A) ≤ ν(B).

Se define:
• Juego conjugado: ν(A) := 1− ν(Ac), ∀A ⊆ X .
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Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Nociones básicas de juegos

• Conjunto de jugadores y coalición: X := {x1, . . . , xn} y A ⊆ X .
• Juego: ν : P(X ) → [0,∞).
• Solución: P : P(X ) → [0,∞) aditiva cumpliendo P (A) ≥ ν(A)

∀A ⊂ X y P (X ) = ν(X ).

• Core: conjunto de soluciones de un juego.
Se impone:
• Normalización: ν(∅) = 0 y ν(X ) = 1.
• Monotonía: A ⊆ B =⇒ ν(A) ≤ ν(B).

Se define:
• Juego conjugado: ν(A) := 1− ν(Ac), ∀A ⊆ X .

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 8 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Nociones básicas de juegos

• Conjunto de jugadores y coalición: X := {x1, . . . , xn} y A ⊆ X .
• Juego: ν : P(X ) → [0,∞).
• Solución: P : P(X ) → [0,∞) aditiva cumpliendo P (A) ≥ ν(A)

∀A ⊂ X y P (X ) = ν(X ).
• Core: conjunto de soluciones de un juego.

Se impone:
• Normalización: ν(∅) = 0 y ν(X ) = 1.
• Monotonía: A ⊆ B =⇒ ν(A) ≤ ν(B).

Se define:
• Juego conjugado: ν(A) := 1− ν(Ac), ∀A ⊆ X .

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 8 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Nociones básicas de juegos

• Conjunto de jugadores y coalición: X := {x1, . . . , xn} y A ⊆ X .
• Juego: ν : P(X ) → [0,∞).
• Solución: P : P(X ) → [0,∞) aditiva cumpliendo P (A) ≥ ν(A)

∀A ⊂ X y P (X ) = ν(X ).
• Core: conjunto de soluciones de un juego.

Se impone:
• Normalización: ν(∅) = 0 y ν(X ) = 1.
• Monotonía: A ⊆ B =⇒ ν(A) ≤ ν(B).

Se define:
• Juego conjugado: ν(A) := 1− ν(Ac), ∀A ⊆ X .

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 8 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Nociones básicas de juegos

• Conjunto de jugadores y coalición: X := {x1, . . . , xn} y A ⊆ X .
• Juego: ν : P(X ) → [0,∞).
• Solución: P : P(X ) → [0,∞) aditiva cumpliendo P (A) ≥ ν(A)

∀A ⊂ X y P (X ) = ν(X ).
• Core: conjunto de soluciones de un juego.

Se impone:
• Normalización: ν(∅) = 0 y ν(X ) = 1.
• Monotonía: A ⊆ B =⇒ ν(A) ≤ ν(B).

Se define:
• Juego conjugado: ν(A) := 1− ν(Ac), ∀A ⊆ X .

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 8 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Definición
Se dice que ν es balanceado si:

core(ν) ̸= ∅ .

Definición
Se dice que ν es exacto si:

∀A ⊂ X , ∃P ∈ core(ν) tal que P (A) = ν(A) .

Definición
Se dice que ν es convexo si:

∀A,B ⊆ X , ν(A ∪B) + ν(A ∩B) ≥ ν(A) + ν(B) .
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Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Correspondencia con probabilidades imprecisas

Juegos cooperativos Probabilidades imprecisas
Juego (ν) Probabilidad inferior (P )
Solución Probabilidad (P )

Core (core(ν)) Conjunto credal (M(P ))
Juego conjugado (ν) Probabilidad superior conjugada (P )

Balanceado Evitando pérdida segura
Exacto Coherente

Convexo 2-monótona

Los cores de juegos balanceados son politopos cerrados y convexos.
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Distorsiones

Sea P0 ∈ P(X ), ε > 0 y d : P(X )× P(X ) −→ [0,∞), se define:

Bε
d(P0) := {P ∈ P(X ) : d(P, P0) ≤ ε} .

Bε
d(P0) determina un juego exacto:

µ(A) = ı́nf{P (A) : P ∈ Bε
d(P0)} , ∀A ⊆ X .
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Distorsiones con la Variación Total

Sea P0 ∈ P(X ), ε > 0 y dTV (Q,P ) := máxA⊆X |Q(A)− P (A)|:

Bε
dTV

(P0)

= core(µTV) ,

donde:
µTV (A) := máx{0, P0(A)− ε} , ∀A ⊂ X .

Además, µTV es convexo.
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Conclusiones

Procedimiento de distorsión

Sea ν juego, ε > 0 y d:

Bε
d(ν) := {P ∈ P(X ) : d(P , ν) ≤ ε} .

Bε
d(ν) determina un juego exacto:

µ(A) = ı́nf{P (A) : P ∈ Bε
d(ν)} , ∀A ⊆ X .
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Variación Total Máxima

Definición
Sean ν, µ balanceados:

dmáx
TV (ν, µ) := máx

P∈core(ν)
Q∈core(µ)

dTV (P,Q) = máx
P∈core(ν)
Q∈core(µ)

máx
A⊆X

|P (A)−Q(A)| .
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Variación Total Máxima

Proposición
Sean ν, µ exactos:

dmáx
TV (ν, µ) = máx

A⊆X
|ν(A)− µ(A)| .

Proposición
Sean ν, µ balanceados:

dmáx
TV (ν, µ) = máx

P∈ext(core(ν))
Q∈ext(core(µ))

dTV (P,Q) .

Se tiene dmáx
TV (ν, ν) > 0 siempre que |core(ν)| > 1.
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Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Variación Total Mínima

Definición
Sean ν, µ balanceados:

dmı́n
TV (ν, µ) := mı́n

P∈core(ν)
Q∈core(µ)

dTV (P,Q) = mı́n
P∈core(ν)
Q∈core(µ)

máx
A⊆X

|P (A)−Q(A)| .
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Ejemplo (El mínimo no se alcanza en los extremos)

core(µ)={Q := (1/3, 1/3, 1/3)},
core(ν)={(0, α, 1−α) :α ∈ [0, 1]}:

• dTV (Q1, Q) = 1/3,
• dTV (Q2, Q) = 2/3,
• dTV (Q3, Q) = 2/3.
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Variación Total Mínima

Proposición

dmı́n
TV (ν, µ) = mı́n

P∈∂(core(ν))
Q∈∂(core(µ))

dTV (P,Q) .

Proposición
Si ν tiene alguna de las siguientes propiedades, entonces también las tiene
µ(A) := máx{0, ν(A)− ε} ∀A ⊂ X :

i balanceado,
ii exacto,
iii convexo,
iv minitivo (i.e., ν(A ∩B) = mı́n{ν(A), ν(B)}).
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µ(A) := máx{0, ν(A)− ε} ∀A ⊂ X :

i balanceado,

ii exacto,
iii convexo,
iv minitivo (i.e., ν(A ∩B) = mı́n{ν(A), ν(B)}).

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 21 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Variación Total Mínima

Proposición

dmı́n
TV (ν, µ) = mı́n

P∈∂(core(ν))
Q∈∂(core(µ))

dTV (P,Q) .

Proposición
Si ν tiene alguna de las siguientes propiedades, entonces también las tiene
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Weak epsilon-core y dmı́n
TV

Proposición

Sea ν balanceado, ε > 0 y µ(A) = máx{0, ν(A)− ε} ∀A ⊂ X :

Bε
dmı́n
TV

(ν) ⊆ core(µ) .

Es decir, Bε
dmı́n
TV

(ν) ⊆ coreWε (ν).
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Conclusiones

• d(µ, ν) ⇝ d(P, ν) ⇝ distorsión de core(ν).

• d sin dependencia del core ⇝ distorsionar juegos no balanceados
⇝ hallar soluciones de un juego distorsionado.

• Usar dmı́n
TV para ν balanceado da lugar a µ manteniendo exactitud, con-

vexidad y minitividad, si las hubiera.
• coreWε (ν) = core(µ) ⊆ Bε

dmı́n
TV

(ν).

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 25 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Conclusiones

• d(µ, ν) ⇝ d(P, ν) ⇝ distorsión de core(ν).
• d sin dependencia del core ⇝ distorsionar juegos no balanceados
⇝ hallar soluciones de un juego distorsionado.

• Usar dmı́n
TV para ν balanceado da lugar a µ manteniendo exactitud, con-

vexidad y minitividad, si las hubiera.
• coreWε (ν) = core(µ) ⊆ Bε

dmı́n
TV

(ν).

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 25 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Conclusiones

• d(µ, ν) ⇝ d(P, ν) ⇝ distorsión de core(ν).
• d sin dependencia del core ⇝ distorsionar juegos no balanceados
⇝ hallar soluciones de un juego distorsionado.

• Usar dmı́n
TV para ν balanceado da lugar a µ manteniendo exactitud, con-

vexidad y minitividad, si las hubiera.

• coreWε (ν) = core(µ) ⊆ Bε
dmı́n
TV

(ν).

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 25 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Conclusiones

• d(µ, ν) ⇝ d(P, ν) ⇝ distorsión de core(ν).
• d sin dependencia del core ⇝ distorsionar juegos no balanceados
⇝ hallar soluciones de un juego distorsionado.

• Usar dmı́n
TV para ν balanceado da lugar a µ manteniendo exactitud, con-

vexidad y minitividad, si las hubiera.
• coreWε (ν) = core(µ) ⊆ Bε

dmı́n
TV

(ν).

Nieto-Barba, Miranda y Montes Distorsión de conjuntos de probabilidades 25 / 28



Juegos cooperativos
Distorsiones de juegos

Relación con el epsilon-core
Conclusiones

Puntos abiertos

• ¿coreWε (ν) = core(µ) = Bε
dmı́n
TV

(ν)?

• Strong epsilon-core:

coreSε (ν) :=
{
P ∈ P(X ) : P (A) ≥ ν(A)− ε

|A|
, ∀A ⊊ X

}
.

• Otras d (con o sin dependencia del core, expresiones alternativas, juego
asociado, propiedades mantenidas...).

• Distorsión de conjuntos de probabilidad cerrados y convexos genéricos.
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