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@ Resumen

Aproximaciones
interiores y
exteriores en
problemas de
decisién

En este trabajo, transformamos un conjunto de probabilidades (o conjunto credal) en
otro que tenga mejores propiedades, a la vez que no afadimos imprecisién al modelo.

Las propiedades se analizaran en funcién de la probabilidad inferior que inducen.

Compararemos el modelo inicial y el transformado en un problema de decision.



@ Probabilidades inferiores (coherentes)
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Sea X finito. Una probabilidad inferior es una funcién mondétona y normalizada P :
P(X) — [0,1].

Su conjunto credal es

Introduccién

M(P) = {P medida de probabilidad |P(A) > P(A) VA C X'}.
P evita la pérdida segura si M(P) # (), y es coherente si

P(A)= min P(A)VAC X.
PeM(P)

Su probabilidad superior conjugada se define como P(A) = 1 — P(A°) VA C X.



@ ¢, Por qué (no) usar modelos coherentes?
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Introduceion » P escoherente <= P = min M(P).

» Ademas de la interpretacion de andlisis de sensibilidad, la coherencia posee una
interpretacion comportamental.

» Sin embargo, la estructura de M(P) puede ser compleja. X

» La extension a un operador esperanza no es Unica. X



@ k-monotonia
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interiores y

el Una probabilidad inferior es k-moné6tona cuando
decision
Introduccion B(Ur:1 A’) 2 Z (_1)“‘+1B(O/EI AI)
-oducciol m#lg{‘]’m’k}
aratodo As,..., A in P(X). Si es k-mondétona para todo k, se dice funcion de creen-
P p

cia.

Denotamos por Cs y C las familias de probabilidades inferiores 2-monétonas y fun-
ciones de creencia, respectivamente.

La inversa Mébius de una probabilidad inferior P es

mp(A) =Y (-1)MBP(B) VAC x.
BCA



@ ¢, Por qué (no) usar modelos 2-monétonos?
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Si P es 2-mondétono:
» Tiene una Unica extension como operador esperanza (la integral de Choquet).

Introduccién

» Hay un procedimiento sencillo para determinar los puntos extremos de M(P).
» La mayoria de los modelos son 2-mono6tonos.

» Pero la interpretacion comportamental no esta muy clara. X



@ Formulacién del problema

piti=Sall  Consideramos una probabilidad inferior coherente P en P(X) y buscamos un modelo
exteriores en

problemas de cercano Q con mejores propiedades. Consideramos dos casos:

decisién
Introduccién

Xq

Xo X3
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@ Aproximaciones exteriores

Aproximaciones
interiores y
exteriores en
problemas de
decisién

Dada una probabilidad inferior coherente P, buscamos Q en una subfamilia de interés
de manera que:
Aproximaciones m Sea una aproximacion exterior (AE) de

exteriores

P:
m Sea no dominada: no existe @ talque Q < @

Q<P
<P

Una manera de obtener AE no dominadas es determinar el modelo mas cercano a P,
en el sentido de que minimice la distancia de Baroni y Vicig:

dev(P.Q) = 3 |P(E) - Q(E)|.

ECx



@ AE en C, por programacion lineal
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problemas de Se resuelve el siguiente problema de programacion lineal:

decisién

min dgy (P, Q) (LP-2monot)
Aproginwaciones SUJe’[O a

> mg(B)=1,  mg(0)=0. (LP-2monot.1)

BCx
> mg(A)>0, VECX, Vx,x€E, x+#x. (LP-2monot.2)

{Xi,x} CACE

mo({x;}) >0, Vx;eX. (LP-2monot.3)
> mg(B) < P(E) VECX. (LP-2monot.4)



@ AE en C,, por programacion lineal

Aproximaciones

imenoresy
St
decisién
Andlogamente, resolvemos
Aproximaciones min dgy (P, Bel) (LP-Bel)
sujeto a
> mpe(B)=1,  mgy(B)>0 VBCX. (LP-Bel.1)
BCX
. (LP-Bel.2)



Propiedades
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problemas de PrOpOSICIOh
decisién
Las soluciones éptimas de (LP-2monot) sujetas a (LP-2monot.1)-(LP-2monot.4)
son AE no dominadas de P en C».

Aproximaciones
exteriores

Las soluciones 6ptimas de (LP-Bel) sujetas a (LP-Bel.1) y (LP-Bel.2) son AE no
dominadas de P en C.

Se cumple Q({x}) = P({x}) Vx.



@ Propiedades

Aproximaciones
interiores y

exteriores en . ez
problemas de PrOpOSICIOh
decisién

Las soluciones éptimas de (LP-2monot) sujetas a (LP-2monot.1)-(LP-2monot.4)
son AE no dominadas de P en C».

Aproximaciones
exteriores

Las soluciones 6ptimas de (LP-Bel) sujetas a (LP-Bel.1) y (LP-Bel.2) son AE no
dominadas de P en C.

Se cumple Q({x}) = P({x}) Vx.
La solucién a los problemas de programacion lineal no es siempre Unica.X

Existen AE no dominadas de P en (> y C, que no son solucién de los problemas
de programacion lineal.x



@ AE por programacién cuadratica
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oreriores on Una estrategia para obtener una unica aproximacién es considerar la distancia cuadratica:
decisién
dy(P, Q) == Y (P(E) - Q(E))>. (QP)
ECXx

Aproximaciones
exteriores

Proposicion

El problema (QP) con restricciones (LP-2monot.1)-+(LP-2monot.4) y dgy (P, Q) =

ming ec, dav(P, Q') tiene solucion dnica, la cual es una AE no dominada de P en
Co.

El problema (QP) con restricciones (LP-Bel.1), (LP-Bel.2) y dgv(P, Bel)

ming cc.. dav(P, Q') tiene solucién Unica, la cual es una AE no dominada de P
en Coo.



@ Unicidadldersalneion
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m La solucion al problema de programacién cuadratica no se encuentra necesaria-
Aproximeciones mente entre las soluciones al problema de programacion lineal.
m Una alternativa es resolver el seleccionar, entre las soluciones al problema de
programacién lineal, la que minimiza el problema de programacion cuadratica.

m También se puede garantizar una solucién Unica para algunos modelos particu-
lares de distorsion, como son los modelos de contaminacion o el pari mutuel.



@ Aproximaciones interiores
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De manera dual, dada una probabilidad inferior coherente P, buscamos Q en una
subfamilia de interés de manera que:

Aproximaciones B Sea una aproximacion interior (Al) de P: P <
interiores
m Sea no dominante: no existe Q' tal que P <

En el caso de AE, se exige que todo modelo compatible con la informacién inicial lo sea
también con el transformado; en el caso de Al, se pide que el modelo transformado no
introduzca imprecisién adicional.



@ Al en C, por programacion lineal
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problemas de Se resuelve el siguiente problema de programacion lineal:

decisién

min dgv (P, Q) (LP-2monot)
sujeto a
pprmacires > mg(B)=1,  mg(h)=0. (LP-2monot.1)
BCx
> mg(A)>0, VECX, Vx,x€E, x+#x. (LP-2monot.2)
{Xi,x} CACE
mo({x;}) >0, Vx;eX. (LP-2monot.3)
> mq(B) > P(E) VECX. (LP-2monot.4’)



@ Al en C,, por programacion lineal
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Andlogamente, resolvemos

min dgy (P, Bel) (LP-Bel)
pormaiores sujeto a
> mpe(B)=1,  mgy(B)>0 VBCX. (LP-Bel.1)
BCX
> mge(B) > P(E) VE C X. (LP-Bel.2))



Propiedades
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Las soluciones 6ptimas de (LP-2monot) sujetas a (LP-2monot.1)-+(LP-2monot.4’)
son Al no dominantes de P en C..

Aproximaciones Las soluciones éptimas de (LP-Bel) sujetas a (LP-Bel.1) y (LP-Bel.2’) son Al no
dominantes de P en C.



@ Propiedades
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Las soluciones 6ptimas de (LP-2monot) sujetas a (LP-2monot.1)-+(LP-2monot.4’)
son Al no dominantes de P en C..

Aproximaciones Las soluciones éptimas de (LP-Bel) sujetas a (LP-Bel.1) y (LP-Bel.2’) son Al no
dominantes de P en C.

No siempre se cumple Q({x}) = P({x}) Vx. X
La solucién a los problemas de programacion lineal no es siempre Unica.X

Existen Al no dominantes de P en C> y C., que no son solucion de los problemas
de programacion lineal.x



@ Al por programacion cuadratica
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oreriores on De nuevo podemos considerar la distancia cuadratica:
decisién
dg(P. Q) := ) (P(E) ~ Q(E)). (QP)
ECXx

Aproximaciones
interiores

El problema (QP) con restricciones (LP-2monot.1)+(LP-2monot.4’) y dgv(P, Q) =
P

ming ec, dav(P, Q') tiene solucion unica, la cual es una Al no dominante de P en
Co.

El problema (QP) con restricciones (LP-Bel.1), (LP-Bel.2’) y dgv(P, Bel)

ming cc. dsv(P, @) tiene solucion Unica, la cual es una Al no dominante de P
en Cqo.



@ Decision bajo incertidumbre
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Conexién entre
las reglas de
decision

Consideremos el problema de decisién entre un conjunto de alternativas D, cuya util-
idad depende de un experimento tomando valores en X. Identificamos d € D con
Jd X = R.

Si conocemos la probabilidad de los posibles resultados en X, una opcién es elegir
d € D con la mayor utilidad esperada:

opte, (0) = {d € D| P(Js) = g PL) |

siendo

P(Ja) = P({x}) - Ja(x).

xXex
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Conexién entre
las reglas de
decision

Decision bajo imprecision

Supongamos que sélo sabemos que P pertenece a M(P).

Para cada alternativa, se cumple:

P(Jg) = m|n ZP{X} < Jg(x)

ﬁ(Jd)IPGmA%P) P({x}) - Ju(x)

La utilidad esperada se generaliza de varias formas:
-maximin:
optp(D) = {d e D|P(Jg) = maE;P(Je)} .
- ec

-maximax:
opto(D) = {d < D Pls) = maxPl) |



@ Decision bajo imprecision (I1)
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Maximalidad:
opt. (D) ={d € D| P(Jo — Jy) <0 Ve € D}.

Dominancia intervalar:

IConexi;jnzntre ptjP(D) = {d S D | ﬁ(Jd) Z E(Je) Ve S D}
as reglas de P
decisién

E-admisibilidad:
opty(p) (D)={de D|3P e M(P): P(Je) < P(Jyg) Vd € D}.



@ Relaciones entre los criterios
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Conexién entre
las reglas de
decision

Maximalidad

E-admisibilidad

Dominancia intervalar



@ Relaciones entre las soluciones
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Proposicion

Criterio Relacion
I-maximin —
Conexién entre r-maXimaX —
s rols do Maximalidad opt. gu € Opts p € Opts g
Dominancia intervalar optqa € opt—p C optque
E-admisibilidad 0Pty € OPtay(py Ot ()

No hay mas relaciones de inclusion entre los conjuntos de alternativas 6ptimas.



@ Relaciones entre las soluciones (ll)
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Proposicion

Sea P coherente y Q una Al de P en C,. Consideramos las esperanzas inferiores
determinadas como envolventes por abajo de M(P), M(Q). Si f toma valores en [0, 1],

dev(P, Q) <6 = |P(f) - Q(f)| < é.

Conexién entre
las reglas de
decision

Como consecuencia, si if dgv (P, Q) < §:

m P(f) - P(g) > 0 = Q(f) — Q(g) = 0.
P(f)~P(g) 20 = Q(f) - Q(g) 2 0

(f—-g)<-d=Q(f-g)<O.

(f) - P(g) = 26 = Q(f) - Q(g) = 0.



@ Presentacién del problema
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Ejemplo [Jansen et al., 2017]
decisién El problema consiste en elegir entre tres ofertas de empleo: J;,J> y J3. Cada oferta
de empleo tiene asociada un salario mensual y una serie de beneficios adicionales de
entre un conjunto B = {by, ..., bs}.
m Cada oferta de empleo depende de 4 diferentes previsiones econdémicas que
puede haber.
m La probabilidad de cada escenario estd modelada por un conjunto credal.

Un ejemplo de Xq Xo X3 X4
problema de
o ) (5000, B) (2700, {by, b}) (2300, {b, bz, b3}) (1000, 0)
N—— N—
ay ag ag as
oo (3500, {b1, bs}) (2400, {by, b2}) (1700, {b1, b2}) 2500, {b1}
—_————
as ag ar ag
Js | (3000, {b1, bz, bs}) (1000, {b1}) (2000, {b1}) (3000, {b1, bs, bs})
N——— ——
ag ain an ar




@ Decision bajo imprecision generalizada
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Sistema de preferencias

exteriores en
problemas de

T Sea A un conjunto no vacio y sea Ry C A x A un preorden en A. Asimismo, sea
R> C Ry x Ry un preorden en R;. Laterna A = [A, Ry, R>] se denomina sistema de
preferencias en A.

Parte de indiferencia: Ig = {(a,b) € R | (b, a) € R}.
Parte estricta: P = {(a,b) € R| (b, a) ¢ R}.

Un ejemplo de
problema de
decisién



@ Decision bajo imprecision generalizada

Aproximaciones
interiores y

Sistema de preferencias

exteriores en
problemas de

T Sea A un conjunto no vacio y sea Ry C A x A un preorden en A. Asimismo, sea
R> C Ry x Ry un preorden en R;. Laterna A = [A, Ry, R>] se denomina sistema de
preferencias en A.

Parte de indiferencia: Ig = {(a,b) € R | (b, a) € R}.
Parte estricta: P = {(a,b) € R| (b, a) ¢ R}.

Un ejemplo de
problema de
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Consistencia

A es consistente si existe u: A— [0, 1] tal que Va, b, ¢, d € A se cumple:
i) Si (a, b) € Ry, entonces u(a) > u(b), con igualdad sii (a, b) € Ig,.

i) Si ((a,b),(c,d)) € Ro, entonces u(a) — u(b) > u(c) — u(d), con igualdad sii
((a b)(c,d)) € Ig,.



@ Decision bajo imprecision generalizada
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decisién

Cada funcién u en esas condiciones es una representacion débil de A. El conjunto de
todas las representaciones débiles de A se denota por U/ 4.

El subconjunto de ¢/4 formado por los u tales que infaca u(a@) = 0y sup,cqu(a) =1 se
denota NV 4.

Un ejemplo de
problema de
decisién



@ Decision bajo imprecision generalizada
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problemas de Representaciones débiles

decisién

Cada funcién u en esas condiciones es una representacion débil de A. El conjunto de
todas las representaciones débiles de A se denota por U/ 4.

El subconjunto de ¢/4 formado por los u tales que infaca u(a@) = 0y sup,cqu(a) =1 se
denota NV 4.

Un ejemplo de
problema de
decisién

Granularidad

Para 6 € (0, 1), denotamos por N4 al conjunto de los u € N4 tales que u(a) — u(b) > &
para todo (a, b) € Pg, y u(a) — u(b) — u(c) + u(d) > ¢ para todo ((a, b)(c, d)) € Pg,.

N’ se denomina conjunto de representaciones débiles de granularidad al menos §.



@ Criterios de decision

Aproximaciones
interiores y

orerores &0 Intervalo de esperanza generalizado:
decisién
Ep,(X) = [ inf P(uoX), sup TD(uOX)} - [BDS(X),ﬁD(;(X)}.
ueENZ ueNy
Ds-maximin:
Gs={XeD|VY e Dsecumple Py, (X) > Py (Y)}.
Un ejemplo de Ds-maximax:
i

Gs ={X e D|VY e Dsecumple Pp,(X) > Pp,(Y)}.
Estos criterios son una generalizacién de '-maximin y -maximax.

Otros criterios: A-admissibility, local admissibility, ...



e
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Un ejemplo de
problema de
decisién

Relaciones del problema

Ry = {((y1,B1), (¥, B2)): y1

Ro = {(((y1, B1), (y2, B2)), ((¥3, B3), (Va, Ba4))):

>y2 ABy C By}

Y1*}’22}’3*}/4/\32§B4§53§B1}.

a; = (5000, %)

1y = (3000, {by. by, bs})

a5 = (3500,

az = (2700, {by, b,})

a5 = (2300 (b, ba. bs})
ag = (2400, {by, bo})

ar = (1700, {by. bo}),

0 = (1000, {by})

a; = (1000, )

12 = (3000, {by, by, bs})

(b 0s)

ay = (2500, {b })

&

ay = (2000, {b,})



Resultados

e
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Modelo original:

decisicn M(P) = {P: P({xi}) > P({x2}) > P({xs}) > P({xa})}.

NARVARNA Jiodo Js NARVARNA Jiod s NARVARNA NARVARNA
Ep, (Ji)

Un ejemplo de

problema de

decisién

0~ B - - B - granularidad

! »
; + + + + + >
§=0 §=0.01 §=0.02 §=0.03 §=0.04 §=0.05

Segun los criterios Ds-maximin y Ds-maximax se deberia optar por el empleo J;.



@ Resultados con aproximaciones interiores

Aproximaciones

e'ﬂfﬁfrfi eyn A PY(A) A PY(A)

problemas de {X1 } o {X27 XB} 0
decision {x2} 0 {X2, Xa } 0
{x} 0 {x3, Xa } 0

{xa} 0 {x1, X2, x3} 3/a

{3, %2} 1/2 {x1, X2, Xa } 2/3

{x1, X3} 12 {1, x3, X} 13/24
{x1, xa} /3 {x2, X3, Xa } 0

Al en C, de P. La distancia entre ambos modelos es dgy (P, E’) = 0.083.

4 ik ds i Js i g ik s S b ik ds
Un ejemplo de
problema de
decisién
Ep; ()
0 ‘ granularidad
} + + + + +
§=0 §=0.01 §=0.02 §=0.03 §=10.04 8§ =0.05

La solucién éptima segun los criterios Ds-maximin y Ds-maximax sigue siendo J;.



@ Resultados con aproximaciones exteriores

Aproximaciones

exteriores on A | PR A PE(A)
problemas de {x1} /4 {x2, X3} 0
decision {XZ} 0 {Xz, X4} 0
{x3} 0 {x3, X4} 0
{xa} 0 {x1, %, %} 3/4
{x1, %} /2 {x1, X2, Xa } 2/3
{x1,x3} 11/24 {x1,x3, Xa } /2
{x1, X} 7/24 {x2, X3, X4} 0

AE en C; de P. La distancia entre ambos modelos es dgy (P, PAf) = 1.75.

| Jiok b Sk ds Ji o s Ji d ds Ji b ds Ji U
Un ejemplo de
problema de
decisién
Ep, (%)

) granularidad

} >

5=0 §=0.01 §=0.02 4 =003 8 =0.04 §=0.05

La solucién éptima segun los criterios Ds-maximin y Ds-maximax sigue siendo J;.



@ Resumen y conclusiones

Aproximaciones
interiores y
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problemas de

decision Propiedad Cz COO
— - AE | NO NO

Unicidad de solucion del problema LP Al | NO NO

AE | SI NO

P(A) = Q(A) para |A| =1,n—1 Al | NO NO

OA | NO NO

La solucién del problema QP lo es del LP Al NO NO

Lineas de trabajo futuro:
Conelusiones » Estudio con otras distancias/divergencias entre conjuntos de probabilidades.

» Comparacién de las decisiones éptimas.
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@ Gracias por la atencion...
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...y por las preguntas!

Conclusiones
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